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Résumé

L’estimation géostatistique des débits ou des concentrations le long des cours
d’eau nécessite des modeles spécifiques de fonctions aléatoires, les modeles usuels
définis pour des espaces euclidiens n’étant plus nécessairement valables pour la to-
pologie définie sur des graphes. De plus, ces modeles doivent prendre en compte la
forte non stationnarité des débits de I’amont vers ’aval du réseau hydrographique,
ainsi que la conservation des débits aux confluences. Nous proposons un modele
de fonctions aléatoires définies sur l'arbre décrivant le réseau hydrographique, en
introduisant le concept de filets élémentaires définis a une dimension sur les rivieres
(chemins allant des sources a ’exutoire). En chaque point, le débit est alors la
somme des débits élémentaires définis sur les rivieres issues des sources a ’amont
de ce point ; le débit spécifique ou la concentration s’obtiennent par combinaison
des filets élémentaires, de facon a assurer la conservation des débits ou des flux (de
Fouquet et Bernard-Michel, 2006). L’étude des propriétés d’ordre 2 du modele est
présentée ainsi qu’une application a ’étude des débits du bassin de la Moselle (100
confluences, 100 stations).

Mots-clés: réseau hydrographique, débit, débits, spécifiques, géostatistique, graphe,
arbre, covariance, variogramme, concentration.

Abstract

Estimating discharges along a stream network requires specific models of ran-
dom function because usual covariance model are no longer valid on such structures.
Moreover, variables are generally highly non stationary because of the discontinuity
at each confluence but also because of relationships with soil properties, that have
to be taken into account. We propose a global model of random functions along a
tree graph introducing the concept of «elementary thin streamss, defined by the
whole set of paths between sources and outlet (de Fouquet and Bernard-Michel,
2006). At each point of the network, the river is considered to be the linear com-
bination of these streams on which one dimensional stationary random functions
are defined. In practise, the coefficients of the linear combination are determined
according to the conservation equation of discharge and flux at the forks. An appli-
cation to water discharge on the Moselle Basin (north-east of France) is presented.
The hydrographic network of this Basin is made of about 100 important nodes and



100 monitoring stations are available for the last 10 years.
Key-words: hydrographic networks, water discharge, geostatistics, covariance,
streams, graph, tree.

1 Introduction

Estimer les débits le long d’un réseau hydrographique nécessite de prendre en compte
la géométrie de ce réseau. Or les modeles géostatistiques usuels ont été développés pour
des espaces euclidiens. En effet, la distance euclidienne intervient explicitement dans
les théoremes de Bochner et de Schoenberg qui donnent la caractérisation spectrale des
covariances et des variogrammes (Chiles et Delfiner, 1999). Sur un arbre, la distance
considérée n’étant plus euclidienne, les modeles usuels ne sont plus nécessairement admis-
sibles, a l'exception du variogramme linéaire et de la covariance exponentielle (Ver Hoef
et al., 2006 ; de Fouquet et Bernard-Michel, 2006). Nous présentons un modele général de
covariances ou de variogrammes sur un arbre pour des variables non stationnaires, avec
une application a I’étude des débits du bassin de la Moselle. La modélisation est guidée
par une étude exploratoire préalable. Dans la suite, la variable <débit> désigne en fait la
moyenne annuelle du débit.

2 Non stationnarité des débits

L’analyse des données de débit du réseau hydrographique drainé par la Moselle con-
firme l'intuition physique : le débit augmente de I’amont vers ’aval. Pour le bassin de
la Moselle, le variogramme est linéaire pour la distance <au fil de l'eaus (Fig.1(a)); le
nuage de corrélation (Fig.1(b)) montre une forte croissance du débit en fonction de la
surface drainée. Cette non stationarité résulte en particulier de I'addition des débits aux
confluences: a l’aval immédiat d’une confluence, le débit est la somme des débits des
différents affluents a 'amont immédiat de la confluence.

Notons ds le débit a la confluence (modélisé par une variable aléatoire Ds), dy et d; les
débits (positifs) immédiatement a I'amont (modélisés par des variables Dy et D). La
relation (2.1)

D3 = D1 + D2 (21)

implique la non stationnarité (2.2) de I'espérance et de la variance de 'amont vers l'aval,
sous hypothese d’indépendance de Dy et Dy :

E(D3) = E(Dy) + E(Ds) et Var(Ds) = Var(Dy) + Var(Ds) (2.2)

Plus généralement, 'additivité des débits aux confluences, rend non pertinente la
modélisation par une fonction aléatoire stationnaire sur I’ensemble du réseau (Bernard-

Michel, 2006).



Q o

S . 0 .

o —e— Graphe oriente — .
_ —o— Graphe non oriente B
8 —s— Distance euclidienne o °
g3

E (4} .
£3 T 3
@ == o
o c
< c
(O] © .
[CR=N 5}
ES £
£ )
s 257 .
@87 = MY ]
S5 [
&S ¢
> o'
w8
ol &b
oA T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 0 2000 4000 6000 8000 10000
Distance (km) Surface drainee

(a) (b)

Figure 1: (a) Variogrammes des débits en 1996 sur le réseau hydrographique de la Moselle
calculés pour la distance euclidienne en 2D, la distance curviligne définie sur le graphe
orienté et la distance curviligne sur le graphe non orienté (b) Moyenne annuelle par station
des débits en 1996 en fonction de la surface drainée

3 Modele de covariance sur un arbre

Pour modéliser une fonction aléatoire sur un graphe de type arbre, nous introduisons
le concept de «filets élémentaires> (voir Fig. 2).
Considérons une riviere isolée sans aucune confluence entre la source et 'exutoire. Sur
cette riviere, on peut définir & une dimension une fonction aléatoire quelconque, par ex-
emple stationnaire ou intrinseque.
Pour un arbre a N <sourcess, considérons N fonctions aléatoires, indépendantes ou non,
définies sur les N rivieres allant des sources a ’exutoire. Ces fonctions aléatoires a une
dimension, notées Y, j € 1,..., N , définissent des <filets élémentaires> supposés sta-
tionnaires ou intrinseques. Le modele consiste a écrire la variable étudiée comme une
somme (pour les débits) ou une combinaison linéaire (pour les débits spécifiques ou les
concentrations) des filets élémentaires. En tout point du réseau a n sources, la fonction
aléatoire D décrivant le débit, le débit spécifique, ou la concentration s’écrit :

D(x)= > Wj(x)Yj(z),Vx € R (3.1)

Jj€E€L,...,n

ou Wj(x) est le poids affecté en x au filet j. Il est nul si  n’est pas sur la riviere j ; dans le
cas contraire, le poids se déduit de la conservation des débits ou des flux aux confluences.
Par exemple, pour les débits, W;(z) = 1 pour toutes les rivieres passant par le point x et
W;(z) = 0 sinon.



4 Application aux débits spécifiques

Pour se ramener a des filets potentiellement stationnaires, nous proposons d’étudier le
débit spécifique T, défini comme le rapport du débit D & la surface drainée S (Sauquet,

2000):

D
r=3 (4.1)

Comme le débit, le débit spécifique n’est pas modélisable par une fonction aléatoire sta-
tionnaire d’ordre 2 sur I'’ensemble du réseau hydrographique. En effet, I'additivité des
débits aux confluences (2.1) implique la relation (4.2) pour les débits spécifiques
Sh So
b= s T 515

avec T3 et S3 le débit spécifique et la surface drainée a la confluence et 17,75, S, S
les débits spécifiques et les surfaces drainées immédiatement a I’amont de la confluence.
L’espérance et la variance du débit spécifique sont donc discontinues aux confluences.
En revanche, 'hypothese de stationnarité des débits spécifiques entre deux confluences
parait plus réaliste que pour les débits, permettant une modélisation fondée sur des filets
élémentaires stationnaires. Considérons:

— R le réseau hydrographique

— I(x) I'ensemble des rivieres contenant x

— J(i,2) 'ensemble des confluences a 'amont de x et sur le filet élémentaire ¢

(4.2)

—Y; les filets élémentaires. Les fonctions Y; sont supposées stationnaires,
indépendantes, d’espérance E(Y;(x)) = m et de variance Var(Y;(x)) = 02, Vx € R
constantes, et de covariance C(h) ou de variogramme v, (h)

- S;- la surface drainée a I’amont de la confluence j sur la branche contenant le filet
élémentaire ¢

— 5; la surface drainée juste a I’aval de la confluence j

— w} = g—j le poids affecté au filet élémentaire ¢ immédiatement a ’aval de la confluence
J
— W(i,x) le poids affecté en z au filet élémentaire i
- K(x,y) = % pour y a l'aval de x
Alors, le débit spécifique T'(x),z € R s’écrit:

| , Lo wi
T(x) = g W (i, z)Y;(x) avec W (i,x) = { jeli@) " (4.3)
icl(x) Lsi J(i,z) = {0}

Pour un réseau a deux confluences (voir Fig. 2(b)), on a par exemple:
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Figure 2: (a) Filets élémentaires le long d'un réseau hydrographique (b) Exemple de
réseau hydrographique avec deux confluences

4.1 Propriétés du modele

Dans cette construction, les propriétés statistiques d’ordre 2 du modele résultant
s’obtiennent facilement. Les parametres de la covariance C' ou du variogramme v peuvent
alors étre inférés par maximum de vraisemblance (Ver Hoef, 2006).

4.1.1 Moyenne et variance

E(T(x)) =m et Var(T(z)) = 0 Y W(i,z)’

i€l (x)

4.1.2 Covariance et variogramme

On note x ~ y si x et y sont connectés au fil de 'eau, x étant a 'amont de y.

(C1(0) D e Wi, x)? siz=y
Ci(lz —yl)
X Z W(i,z)W(i,y) SLT~Y
i€l(z)  I(y)
0 sinon,

(4.5)



Var(T(y) = T(x))

\

i€l(x) .
siz~y
+0?[ Y Wiy + (K(zy) -1 > W(i,z)?]
€l(y)\I(z) 1€l(x)
o*( Z W (i, y)? + Z W(i,z)?) sinon,
1€I(y) i€l(x)

5 Conclusion

Pour le bassin de la Moselle, les hypotheses d’indépendance et de stationnarité des
filets élémentaires ne sont vérifiées que pour certaines années (Bernard-Michel, 2006). De
plus, l'inférence du modele est compliquée par le nombre trop faible de stations entre
deux confluences (le plus souvent, une seule station). D’autre part, il serait préférable
de tenir compte de certaines variables liées aux débits, notamment la pluviométrie. Ce
modele constitue donc une premiere approche géostatistique a I'étude des débits, des
concentrations ou des flux dans les cours d’eau. Il permet la construction d’'un modele de
covariance valide pour un réseau hydrographique. A terme, il serait souhaitable d’associer
modélisation géostatistique et modélisation phénoménologique.
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